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татья посвящена описанию механизма упругого взаимодействия локальных микродефектов, 
названных дырками, которые образуются и накапливаются  в зоне вынужденной эластичности 
перед фронтом трещины разрушения в полимерах. Рассматриваются аморфные стекло-
образные полимеры типа полиметилметакрилата. Рассчитаны упругие поля дырок, их собственная 
упругая энергия, энергия взаимодействия дырок и сила их парного взаимодействия. Взаимодействие 
дырок приводит к тому, что каждая дырка окружена «атмосферой» более мелких дырок. Показано, что 
фронт трещины является источником собственного упругого поля. Показано, что дырки диффунди-
руют навстречу фронту трещины. Рассчитан диффузионный поток дырок. 
Ключевые слова: локальные микродефекты – дырки, упругие поля дырок, диффузия дырок. 
 
Эта работа является продолжением работ [1, 2]. 
 
1. Разрушение твердых тел и, в частности, 
полимеров и композитов на их основе – это 
процесс накопления внутренних микропов-
реждений до некоторого критического состоя-
ния. Этот процесс локализован преимущест-
венно в слабых местах структуры материала, 
где возникают очаги перенапряжений, в кото-
рых механическое напряжение значительно 
больше, чем вдали от них. Такими очагами яв-
ляются, в первую очередь, микро и макротре-
щины. В температурном диапазоне между тем-
пературой хрупкости и температурой квази-
хрупкости в линейных полимерах перед фрон-
том трещины под влияниям высоких напряже-
ний развивается вынужденная эластическая де-
формация, и образуется зона вынужденной 
эластичности. Локальные микроповреждения 
накапливаются, в первую очередь, в этой зоне.  
Как было показано в работе [1], при элемен-
тарном акте разрыва в месте происшествия воз-
никает локальная элементарная деформация 
типа расширения, а при элементарном акте 
рекомбинации – элементарная деформация типа 
стягивания. Эта деформация локализована в 
малом объеме 
0υ  около точки происшествия. 
По порядку величины объем 
0υ  равен объему, 
занимаемому кинетической единицей, участво-
вавшей в элементарном акте, т. е. объему одной 
или нескольких химических связей, если флук-
туационный элементарный акт был групповой. 
Определим упругое состояние, возникающее 
вследствие происшествия одного элементар-
ного акта. Поместим начало координат в точку 
происшествия и сделаем простейшее естествен-
ное предположение, что упругое поле сме-
щений, порождаемое элементарным актом, сфе-
рически симметрично. Это означает, что вектор 
смещения u  равен: 
 





=  (1) 
т.е. он зависит только от расстояния r  до 
центра и направлен вдоль радиус-вектора. При 
этом для элементарного акта разрыва функция 
( ) 0>rur , а для акта рекомбинации ( ) 0<rur . 
Для определения поля смещений воспользуемся 
уравнением равновесия упругой среды, запи-










 + uGudivgradGK   (2) 
 
где K – модуль объемного сжатия, G  – модуль 
сдвига, ∆  – оператор Лапласа. Подставляя 
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1 +=  (4) 
 
Из условия, что при ( ) 0→∞→ rur r , 





Crur =  (5) 
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Элементарные акты разрушения (и разрыва, 
и рекомбинации) вызывают дополнительные 
силы, действующие со стороны возникшего де-
фекта на ближайшее окружение. С макроско-
пической точки зрения, это эквивалентно на-
личию некоторой объемной силы, приложенной 
в месте расположения дефекта. Чтобы найти 
объемную плотность f

этих сил, воспользуемся 











  (7) 
 
Подставляя сюда (6), после преобразований 
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∆  (9) 
 
где ( )rδ  – трехмерная дельта-функция. 
Константа С в (8) является мерой «мощ-
ности» сингулярности, которую порождает эле-
ментарный акт, она полностью определяется ве-
личиной объема 0υ . Действительно, изменение 













  (10) 
 
Интегрирование здесь производится по все-
му объему среды, в данном случае по объему 
эластической зоны. Но так как поле смещений 
(5) быстро убывает с расстоянием от центра, то 
фактически интегрирование распространяется 
только на ближайшую окрестность центра. Та-
ким образом, объем 
0υ  – это объем сферы дейст-
вия элементарного акта, можно сказать, что 
0υ  – это 
объем одного элементарного акта (разрыва или ре-
комбинации). Из формулы (10) тогда следует, 
что константа С с точностью до множителя 





=C  (11) 
 
Таким образом, элементарные акты разрыва 
и рекомбинации локально изменяют объем ок-
рестности места происшествия. Подставив те-

















  б) 













При элементарном акте рекомбинации соз-
данная им деформация связана со смещением 
ближайших атомов навстречу друг другу, стре-
мясь как бы «залечить» образовавшийся дефект. 
При элементарном акте разрыва, наоборот, сме-
щение ближайших атомов направленно от цент-
ра из-за декомпенсации сил межатомного при-
тяжения. Иными словами, для элементарного 
акта разрыва константу С и элементарный 
объем 
0υ  нужно считать положительными, а 
при акте рекомбинации – отрицательными. 
Локальное поле упругого смещения, возни-
кающее при элементарных актах, порождает та-
кие же локальнее поля деформаций и переме-
щений. Локальная деформация, возникающая 
при элементарных актах, определяется через 
поле смещений обычным образом: 
 
( )ikkiik uu ∇+∇= 2
1η  (13) 
 
где символом набла обозначен оператор диффе-






















η  (14) 
 
Здесь ikδ  – известный символ Кронекера 
(единичный тензор второго ранга), а ix  – ко-
ординаты радиус-вектора r , исходящего из 
места происшествия элементарного акта в точку 
наблюдения. Из этой формулы, в частности, 
видно, что след тензора элементарной дефор-
мации 0=kkη , что означает, что эта дефор-
мация представляет собой чистый сдвиг. Для 
того, чтобы получить элементарный тензор 







 −+= ikllikikllik GKT δηηδη 3
12  (15) 
 
Подставим предыдущую формулу, 















υ  (16) 
 
Отсюда также видно, что поле напряжений 
чисто сдвиговое. 
Вестник МИТХТ, 2013, т. 8, № 5 
107 
 
Необходимо сделать два важных замечания. 
Во-первых, упругое состояние элементарного 
акта (т. е. поля смещений, деформаций и напря-
жений) локально, т.е. сосредоточено в малой 
окрестности точки его происшествия. Во-вто-
рых, локальные акты разрыва и рекомбинации про-
исходят флуктуационно, т.е. случайно. Из этого 
следует, что возникающее при этом упругое 
поле смещений, деформаций и напряжений тоже 
случайно флуктуируют во времени и пространстве. 
В теории упругости источник упругого 
состояния, описываемый приведенными выше 
формулами (плотность объемных сил, смеще-
ния, деформации и напряжения) называется 
центром дилатации [3, 4]. Таким образом, 
каждый элементарный акт разрушения создает 
случайный временный центр дилатации, имею-
щий некоторое конечное время существования. 
 
2. Дырки в эластической зоне возникают в 
результате флуктуационного распада слабых уз-
лов несущего каркаса и являются стабильными 
дефектами, создавая собственное упругое поле. 
Слабый узел, расположенный в некоторой точке 
M , т.е. потенциальная дырка в этой точке 
содержит ( ) ( ) ( )MVMMn δρδ 00 Ω=  несущих 
элементов, каждый из которых при элемен-
тарном акте разрыва создает центр дилатации. 
Поэтому дырка эквивалентна скоплению 
0nδ  
точечных центров дилатации. Их упругие поля, 
т.е. смещения, деформации и напряжения, ад-
дитивно складываются. При этом дырка может 
иметь неправильную форму, не обязательно 
сферическую. Если поместить начало коорди-
нат в какую-либо геометрическую точку дырки 
– «центр» дырки, то упругое поле смещений, 














  (17) 
 
Здесь симметричный тензор kiik Ω=Ω  –
форм-фактор дырки, характеризует геометри-
ческую форму дырки. Как и всякий симмет-
ричный тензор второго ранга, он может быть 
приведен к главным осям. Направление главных 
осей и величины главных значений тензора 
ikΩ  
характеризуют отличие формы дырки от сфе-
рической. Для симметричной сферической дыр-
ки все три главных значения равны и форм-
тензор 
ikΩ  в любой системе координат про-
порционален единичному тензору. Можно 
просто положить 
ikik δ=Ω  Различные случаи 
неравенства главных значений определяют раз-
ную степень отличия дырки от сферической 
формы. В принципе дырка может иметь сколь 
угодно сложную форму, вплоть до чечевице-
образной внутренней субмикротрещины. 
Собственное поле деформаций дырки полу-
чается подстановкой формулы (17) в выражение 

















ε  (18) 
 
Собственное поле напряжений получаем, 
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Неравенство нулю следа тензора деформа-
ций говорит о том, что, в отличие от упругого 
поля одиночного центра дилатации, собствен-
ное упругое поле не симметричной (не сфери-
ческой) дырки не является чисто сдвиговым – в 
каждой точке области своего действия это поле 
вызывает изменение объема упругой среды. 
След тензора напряжений определяет в каждой 



















σ  (21) 
 
 
Отличие тензора напряжений (19) от этого 
выражения свидетельствует о наличии в среде 
сдвиговых напряжений, создаваемых дыркой. 
Если дырка симметричная (сферическая) то 
































σ  б) 
 
В этом случае собственное упругое поле 
дырки чисто сдвиговое 0== kkkk σε  и вызы-
вает в каждой точке только изменение формы, 
но не объема. Таким образом, сферическая 
дырка эквивалентна центру дилатации, только 
увеличенной мощности. 
Мы установили, что дырка является источ-
ником собственного упругого поля, которое 
описывается вышеприведенными формулами 
для смещений, деформаций и напряжений.  
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Упругое поле дырки формируется по мере 
распада соответствующего слабого узла несу-
щего каркаса. Дырка является стабильным де-
фектом, ее упругое поле стабильно и не под-
вержено случайным флуктуациям. 
Вычислим энергию собственного упругого 
поля дырки. Ограничимся сферической, сим-
метричной дыркой. Рассмотрение общего слу-
чая несимметричной дырки резко усложняет 
промежуточные алгебраические преобразова-
ния, не внося ничего нового в окончательные 
выводы. Как известно, плотность упругой энер-




=  (23) 
 
Подставив сюда выражение (22), после 
преобразований получим: 










φ =  (24) 
 
Видно, что плотность упругой энергии поля 
дырки быстро убывает с расстоянием от нее. Кроме 
того, она сильно зависит от мощности слабого узла, 
на месте которого возникла. Проинтегрировав те-
перь по всему окружающему дырку объему, полу-
чим полную энергию собственного упругого поля 
дырки: 
 




























Здесь интегрирование ведется по сферичес-
ким координатам и  а – диаметр дырки. Из этих 
формул видно, что 90% энергии собственного 
поля дырки сосредоточено в ее окрестности 
радиусом, равным удвоенному диаметру дырки 
2а. Это означает, что сфера влияния дырки 
простирается не больше чем на два ее диаметра. 
Этот вывод остается в силе и для дырки 
произвольной формы. 
Итак, мы установили, что дырка является 
источником внутренних напряжений. С макро-
скопической точки зрения она эквивалентна 









4  а) 
(26) для сферической дырки: 







 +−=        б) 
 
Здесь r  – радиус-вектор в точку наблюде-
ния, исходящий из некоторого центра дырки, 
куда помещено начало координат. 
Свойство дырки играть роль источника уп-
ругого поля является основным при описании в 
дальнейшем взаимодействия дырок. Для этого 
необходимо переписать формулу (26), перейдя в 
ту систему координат, в которой мы рассмат-
риваем эластическую зону. В этой системе на-
чало координат находится в вершине трещины, 
а ось абсцисс направлена перпендикулярно 
фронту трещины. Если дырка находится в 
некоторой точке M , то ее положение опреде-
ляется радиус-вектором 0r

. Точка наблюдения 
определяется радиус-вектором r . Тогда плот-
ность объемных сил, создаваемых дыркой в 
точке ( )0rM

, запишется так: 
 








 +−= δδυ  (27) 
Образование дырки, т.е. микрополости в 
среде эластической зоны вызывает локальное 
изменение силовых связей между соседними 
атомами в ближайшей окрестности дырки. 
Силовые межатомные связи определяют, в 
конечном итоге, модули упругости среды. 
Поэтому при макроскопическом описании 
дырки изменение силовых связей можно 
смоделировать локальным изменением упругих 
модулей. Для изотропной среды тензор модулей 
упругости 
lkjiC  равен [5] 
 







2  (28) 
 
т.е. в этом случае упругое состояние харак-
теризуется двумя константами – модулем объ-
емного сжатия K  и модулем сдвига G . Воз-




−∆+=′ δϑ , (29) 
 
где возмущение lkjiC  равно: 
 







2  (30) 
 
В этих формулах K∆  и G∆  – возмущения 
объемного модуля и модуля сдвига; ϑ – мно-
житель размерности объема, по порядку вели-
чины он равен объему дырки, Vδϑ ≈ ; дельта-
функция показывает, что возмущение упругих 
модулей локализовано в точке ( )0rM
 , т.е. в 
месте нахождения дырки. 
Таким образом, дырка выступает в двух 
качествах: как сосредоточенный источник объ-
емной силы и как локальная неоднородность. 
Рассчитаем энергию взаимодействия дырки 
с внешним упругим полем, используя методику, 
изложенную  в  [4]. Для  этого  найдем  работу,  
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производимую силами внутренних напряжений 
в эластической зоне при изменении вектора 







ki δσδσδ ∫∫ ∇==  (31) 
 
Интегрирование в левой части производится 
по границе эластичной зоны S , а преобразо-
вание в интеграл по объему этой зоны V  осу-
ществляется с помощью теоремы Остроград-
ского-Гаусса. Выполним в правой части преоб-
разование, используя тождество: 
 








kkii dVudVuA δσδσδ  (33) 
 
Для вычисления первого интеграла исполь-
зуем уравнение равновесия упругой среды элас-
тической зоны в виде: 
 
0=+∇ kkii fσ  (34) 
 
и выражение для плотности объемной силы 
(26а). Получаем: 
 










kkii dVurrMMVMGKdVufdVu δδδρυδδσ 0003
4   (35) 
 
Для вычисления этого интеграла используем тождество  
 
( )( ) ( )( ) ( ) ( ),000 rrurruurr klklkl

−∇−−∇=−∇ δδδδδδ  (36) 
 
затем интеграл разбиваем на два, первый из них 
преобразуем в интеграл по границе эластической 
зоны, и он оказывается равным нулю, т.к. 
дельта-функция в точках граничной поверх-
ности равна нулю, используем также тождество: 
 
klklkllk u εδδ Ω=∇Ω  (37) 
 
В результате интеграл (35) оказывается 
равным








3  (38) 
В этой формуле деформация ikε  и вариация 
ikδε  берутся в точке нахождения дырки и отно-
сятся к внешнему полю, созданному внешними 
силами, не причастными к дырке. 
Для вычисления второго интеграла в (33) 
воспользуемся равенством: 
 
kikikiki u∇=σεσ  (39) 
 










Используем закон Гука: 
 
mlmlkjiki C εσ ′= , (41) 
 
где тензор модулей упругости 
mlkjiC′  определен 
в формуле (29). Если упругая среда однородная, 
модули K  и G  не зависят от координат. Дыр-
ка создает локальную неоднородность упругих 
модулей, в результате чего модули K  и G , а с 
ними и тензор упругости 
mlkjiC  становятся за-
висящими от координат в соответствии с фор-
мулами (29), (30). Подставляя их в (41), а затем 
в интеграл (40), получаем: 
( )























Подставив теперь интегралы (38) и (42) в формулу (33), получим 
 






kimlmlkikimlmlkikiki dVCMMCMMMnGKA δεεδεεϑδεδυδ 003
4  (43) 
 
или, используя соотношение 
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      (45) 
 
Если деформация происходит при постоян-
ной температуре, то работа Aδ  равна измене-
нию свободной энергии эластической зоны 
FdA −=δ . Поэтому свободная энергия эласти-
ческой зоны с дыркой будет равна: 
 
( ) ( ) ( ) ( )






















      (46) 
 
Здесь ( )TF0  – свободная энергия эласти-
ческой зоны с дыркой в отсутствие внешнего 
поля. Второе слагаемое (объемный интеграл) 
равно энергии упругого поля эластической зоны 
без дырки. Следовательно, два последних слага-
емых определяют энергию взаимодействия 
дырки с внешним упругим полем: 
 










00  (47) 
 
Подставим сюда 
mlkiC∆  из формулы (30) и получим: 
 















 +=    (48) 
 
Эта формула определяет энергию взаимо-
действия несимметричной дырки, находящейся 
в точке ( )0rM
  с внешним упругим полем. Воз-
действие упругого поля эластической зоны на 
дырку проявляется в том, что на нее действует 
сила, которая определяется как: 
 
взuF −∇=  (49) 
 
Дифференцируя (49), получаем: 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )























00  (50) 
 
Для симметричной сферической дырки, когда 
ikik δ=Ω , получаем: 
 















 +=  а) 
(51) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )























00               б) 
 
Из этих формул видно, что сила, дейст-
вующая на дырку, определяется пространст-
венной неоднородностью внешнего деформа-
ционного поля. В [1] было показано, что в 
эластической зоне перед фронтом трещины 
устанавливается однородное напряженно-де-
формационное состояние сдвига. В таком поле 
сила, действующая на дырку, равна нулю. Сле-
довательно, среда эластической зоны после 
установления в ней однородной равновесной 
вынужденной эластической деформации не воз-
действует на дырку. Дырка испытывает дейст-
вие только со стороны окружающих ее дырок. 
Определим теперь энергию и силу парного 
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взаимодействия дырок. Это можно сделать, 
рассмотрев дырку в упругом поле другой 
дырки. Энергия взаимодействия первой дырки с 
полем второй и будет энергией взаимодействия 
дырок. Рассмотрим две дырки в точках 
1M  и 
2M . Ограничим рассмотрение случаем симмет-
ричных дырок, тогда все формулы сильно 
упрощаются. Энергия взаимодействия инвари-
антна относительно выбора системы координат. 
Поэтому для упрощения промежуточных пре-
образований поместим начало координат в 
дырку 
2M , а ось абсцисс направим вдоль пря-
мой, соединяющей дырки от точки 
2M  к точке 
1M . Две другие оси выбираем в плоскости, пер-
пендикулярной этой оси. Расстояние между 
дырками обозначим, как R , тогда радиус век-
тор R

 будет иметь координаты ( )0,0,RR =

 или 
ii RR 1δ= . Поле деформаций, созданное дыркой 
2M  в точке 1M , найдем из формулы (22а) 







ε −=  (52) 
Подставим это в формулу (51а) и после 
преобразований получим: 
 














∆−=  (53) 
 
Эта формула получена, исходя из того, что 
дырка 1M  находится в поле дырки 2M . Но обе 
дырки равноправны, поэтому можно рас-
смотреть дырку 
2M  в поле дырки 1M . Тогда 
получим формулу, аналогичную вышеописан-
ной, если только в ней переставить буквы 
1M  и 
2M . В этих двух формулах дырки представ-
лены несимметрично – одна из них выступает 
как источник поля, а вторая как локальная 
неоднородность. Симметричная формула полу-
чится как их полусумма: 
 











∆+∆−=  (54) 
 
Здесь обе дырки представлены равноправно. 
Видно, что энергия взаимодействия дырок в 
эластической зоне обратно пропорционально 
шестой степени расстояния между ними. 
Силу, действующую на дырку 1M  со 
стороны дырки 
2M , найдем как: 
 

















∆+∆−=    (56) 
 
Сила, действующая на дырку 
2M  со 
стороны дырки 




−=  (57) 
Видно, что между дырками действует сила 
притяжения, которая тем больше, чем меньше 
расстояние между ними. Тепловое движение, 
придавая дыркам подвижность, может «по-
мочь» силе притяжения сблизить дырки, в 
принципе, вплоть до их слияния. 
Выше в этом параграфе мы установили, что 
собственное упругое поле дырки простирается 
на расстояние, не превышающее двух диа-
метров дырки. Это означает, что дырки начи-
нают взаимодействовать (притягиваться друг к 
другу), когда расстояние между ними 
( )212 aaR +≤ , где 1a  и 2a  – диаметры 
дырок. На больших расстояниях их можно 
считать невзаимодействующими. Размер дырки 
определяется мощностью слабого узла несу-
щего каркаса, на месте которого она образо-
валась, т.е. величиной 
0nδ . При расстояниях 
между дырками, меньших вышеуказанного, 
упругие поля дырок начинают перекрываться, и 
чем больше степень перекрытия, тем больше 
сила притяжения дырок. 
Если дырки имеют разные размеры, то уп-
ругое поле более мощной дырки имеет больший 
радиус действия. Маленькая дырка может ока-
заться целиком в поле большой. В то время как 
упругое поле маленькой дырки «не достает» до 
большой. Поэтому большая дырка может зах-
ватить маленькую или инициировать ее воз-
никновение и удерживать силой притяжения. 
Поэтому около большой дырки образуется 
скопление («атмосфера») из маленьких дырок. 
Определим напряжения в пространстве 
между дырками. Рассмотрим систему из двух 
дырок, схематически показанную на и рассчи-
таем напряжения на линии их соединения. 
Каждая из дырок создает собственное поле 
напряжений, определяемое формулой (25б). В 
выбранной системе координат тензор напря-
жений, создаваемых дыркой 
2M , равен: 
( )( ) 311200 32
1
2 −−= rMnG kiki
M
ki δδδδυπ
σ  (58) 
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Аналогично, тензор напряжений, создавае-
мых дыркой 
1M , равен: 
 
( )( )( ) 311100 32
1
1 −−−= rRMnG kiki
M
ki δδδδυπ
σ  (59) 
 
В пространстве между дырками упругие 
напряжения, создаваемые ими, аддитивно скла-
дываются. Поэтому напряжения на линии, сое-
диняющей дырки, в некоторой точке r  этой 
линии равны 
 
( )( )( ( ) )( )kikiki rMnrRMnG 113203100 32
1 δδδδδυ
π
σ −+−= −−  (60) 
 
Распишем этот тензор покомпонентно: 
 
( )( )( ( ) )320310011 1 −− +−−= rMnrRMnG δδυπσ                а) 
(61) ( )( )( ( ) )32031003322 2
1 −− +−== rMnrRMnG δδυ
π
σσ          б) 
0231312 === σσσ                                                               в) 
 
Кстати, тот факт, что на линии, соединя-
ющей дырки, тензор напряжений оказался диа-
гональным, свидетельствует о том, что он при-
веден к главным осям, и выбранные направ-
ления координатных осей являются главными 
направлениями тензора. Как видно из первой из 
этих формул, нормальные напряжения 11σ , 
действующие вдоль линии, соединяющей дыр-
ки, отрицательны, т.е. являются напряжениями 
сжатия. Это понятно, т.к. между дырками 
действует сила притяжения и поэтому среда 
эластической зоны между ними испытывает в 
этом направлении сжатие. В поперечных на-
правлениях, наоборот, действуют растягиваю-
щие напряжения. При уменьшении расстояния R  
между дырками все компоненты напряжения воз-
растают. Наоборот, при увеличении R  напря-
жения быстро убывают, и когда дырки пере-
стают взаимодействовать, напряжения между 
ними равны нулю. 
Анализ формул (61) показывает, что попе-
речные растягивающие напряжения 3322 σσ =  
достигают наибольших значений на поверх-
ности дырок, точнее на их экваторах и являются 
здесь касательными к поверхности дырок. Если 
дырки расположены на расстоянии, меньшем 
удвоенной суммы их диаметров, то их упругие 
поля перекрываются и, напряжение в прост-
ранстве между ними равно сумме парциальных 
напряжений. При этом, касательные напря-
жения на экваторах дырок возрастают, причем 
тем больше, чем ближе дырки друг к другу. 
Напряжения на линии, соединяющей дырки, 
также больше парциальных напряжений, но 
межу дырками есть «ямка» напряжений. В раз-
ные стороны от «ямки» напряжения повыша-
ются. Положение «ямки» сдвинуто в сторону 
меньшей дырки тем больше, чем больше раз-
ница между дырками. Если одна дырка сильно 
превосходит другую по размерам и мощности, 
то хотя парциальные напряжения убывают с 
расстоянием по одинаковому закону 3−≈ r , но 
из-за превосходства одной дырки ее напря-
жения на одном и том же расстоянии r  больше, 
чем напряжения малой дырки. Это приводит к 
тому, что касательные к экватору напряжения 
3322 σσ =  на поверхности маленькой дырки 
значительно возрастают, и тем больше, чем 
меньше расстояние между дырками и чем боль-
ше разнятся дырки. В частности, при доста-
точном сближении дырок, напряжение на 
поверхности малой дырки может превысить 
критическое (предел прочности на разрыв). 
Тогда возможно возникновение локального 
разрыва на поверхности малой дырки навстречу 
большой дырке. У маленькой дырки возникает 
острый «клювик», который становится концент-
ратором напряжения (локальным усилителем 
напряжения) и стимулирует продвижение клю-
ва-надрыва дальше. Если этот микроразрыв 
перейдет «ямку» напряжений, то попадет в 
область увеличивающихся поперечных растяги-
вающих напряжений, которые стимулируют 
дальнейшее ускоряющееся продвижение микро-
разрыва с превращением его в микротрещину; 
все это заканчивается быстрым «проскаки-
ванием» зародившегося микоразрыва в трещин-
ку-канал, связывающий дырки. Происходит как 
бы пробой прослойки между дырками. Дырки 
почти в буквальном смысле оказываются «свя-
занными одной веревочкой». Возможны и дру-
гие ситуации. Образовавшийся микроразрыв не 
развивается в трещинку-канал, или останавли-
вается на полпути, не достигая второй дырки. 
Возможно образование микроразрыва между 
дырками с последующим развитием в канал или 
стабилизацией в виде чечевицеобразной суб-
микротрещины. Вся эта сложная картина регу-
лируется соотношением между размерами и 
мощностью дырок и расстоянием между ними. 
Таким образом, существует некоторое кри-
тическое сближение дырок, при котором между 
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ними проскакивает трещинка-канал. Это крити-
ческое расстояние определяется соотношением 
размеров и мощностей дырок. В следующем 
параграфе мы постараемся ответить на вопрос, 
при каких условиях в ансамбле дырок 
некоторые из них оказываются связанными. 
 
3. Фронт трещины, т.е. край ее клюва, как и 
изолированная дырка, является источником 
собственного упругого поля. Это поле нетрудно 
рассчитать, если представить себе фронт тре-
щины как линию, вдоль которой непрерывно 
распределены элементарные источники поля – 
центры дилатации. Тогда тензор деформаций 

























ε  (62) 
 
Здесь радиус-вектор ( )ixr ′=′
  отнесен к 
локальной системе координат, связанной с каж-
дой точкой фронта трещины. Для того, чтобы 
можно было произвести интегрирование, 
необходимо все записать в единой системе, при-
вязанной к фронту. В этой формуле ( )0zh  – 
функция распределения центров дилатации на 
фронте трещины, так что ( ) 00 zzh ∆  – число 
таких центров на малом участке фронта 
0z∆ , а 
H  – полудлина фронта. Расписывая покомпо-
нентно тензор деформации, получаем: 
( )
( )
( ) ( )
( )
( ) ( )




























































































































Примем для простоты равномерное рас-
пределение центров дилатации по фронту тре-






























Здесь 22 yx +=ρ  – расстояние точки на-
блююдения до фронта трещины. Из этих фор-
мул видно, что полученный тензор деформаций 
не зависит от координаты z  вдоль фронта, т. е. 
собственное упругое поле фронта трещины 
обладает трансляционной симметрией вдоль 
фронта. Удобнее формулы (14) записать в 






























Легко видеть, что след этого тензора де-
формаций равен нулю, т. е. упругое поле фрон-
та трещины чисто сдвиговое. Это поле обратно 
пропорционально квадрату расстояния от фрон-
та, в то время как поле изолированной дырки 
убывает 3−≈ r , т.е. поле фронта трещины про-
стирается на значительно большие расстояния. 
Теперь нетрудно найти энергию взаимо-
действия дырки, попавшей в поле фронта тре-
щины с этим полем, а также силу, действу-
ющую на дырку в этом поле. Для этого вос-
пользуемся формулами (51), подставив туда 



































υϑ                   б) 
 
Из этих формул следует, что в упругом поле 
фронта трещины на дырку действует сила при-
тяжения, т. е. дырка, зародившееся в этом поле 
или попавшая в него в процессе своего пе-
ремещения не покидает этого поля. Таким об-
разом, упругое взаимодействие дырки с фрон-
том трещины приводит к образованию «облака» 
дырок вблизи фронта. 
 
4. От рассмотрения отдельных дырок пе-
рейдем к рассмотрению их коллективного по-
ведения. В реальной эластической зоне число 
дырок может быть значительным, поэтому оп-
равданно их усредненное описание. Дырки – 
это результат флуктуаций теплового движения 
на слабых местах эластической зоны (в слабых 
узлах несущего каркаса). Дырка – стабильное, 
долгоживущее образование, время ее сущест-
вования определяется ее размерами. Мелкие 
дырки могут залечиваться, в то время, как 
крупные, раз возникнув, не исчезают. С тече-
нием времени количество дырок увеличивается 
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до некоторого критического уровня, когда на-
ступает коллапс эластической зоны и она теряет 
устойчивость. В объеме эластической зоны 
дырки распределяются очень неравномерно, а 
именно, как мы показали выше, они груп-
пируются в скопления около крупных дырок и 
около фронта трещины. Дырки, будучи порож-
дением теплового движения, сами участвуют в 
этом движении, обладая некоторой подвиж-
ностью. Тепловое движение дырок в отсутствие 
внешнего поля состоит в чередовании беспоря-
дочных колебаний около временного положе-
ния равновесия и редких перескоков из одного 
подобного положения в соседнее. Поступа-
тельное перемещение дырки подобно движе-
нию тяжелой броуновской частицы под влия-
нием случайных воздействий окружающих ее 
атомов эластической зоны. Подвижность дырок 
невелика и их поступательное броуновское 
движение медленное и тем медленнее, чем 
больше размеры дырки. Во внешнем поле 
тепловое движение приобретает систематичес-
кую составляющую, и возникают диффузион-
ные потоки дырок. А именно, как мы уже 
видели, мелкие дырки, попавшие в сферу влия-
ния большой дырки, под действием силы при-
тяжения сближаются с ней, в некоторых слу-
чаях вплоть до связывания или даже полного 
слияния. Аналогичная картина и вблизи фронта 
трещины. Таким образом, на развитой стадии 
дыркообразования в эластической зоне возни-
кает множество разнонаправленных диффузи-
онных потоков дырок. 
В [1] установлено, что по окончании фор-
мирования эластической зоны, т. е. по завер-
шении вынужденной высокоэластической пол-
зучести, в ней устанавливается однородное на-
пряженно-деформированное состояние с напря-
жением, равным пределу вынужденной элас-
тичности, и с постоянной деформацией. На 
фоне этого однородного состояния возникают 
местные, локальные возмущения, создаваемые 
появившимися дырками. Как было показано, 
сфера влияния дырки имеет радиус не более 
двух ее диаметров, т. е. возмущение лока-
лизуется вблизи дырки. Пока дырок мало, воз-
мущенные участки разбросаны беспорядоч-
ными «пятнами» в объеме эластической зоны, 
не перекрываясь друг с другом. По мере 
накопления дырок и их объединения в скоп-
ления, число и размеры таких «пятен» увели-
чиваются, и перед коллапсом эластическая зона 
вся покрывается «пятнами» упругого возму-
щения, и напряженно-деформированное состоя-
ние зоны становится очень сложным. 
В системах с переменным числом частиц 
появляется специфический термодинамический 
параметр – химический потенциал. По своему 
смыслу химический потенциал – это свободная 
энергия Гиббса в расчете на одну частицу. 
Систему дырок в эластической зоне можно 
рассматривать как твердый раствор, в котором 
дырки являются «частицами» растворенного 
вещества. Состояние такого раствора определя-
ется концентрацией растворенного вещества, т. 
е. в данном случае числом дырок в единице 
объема. В работе [2] была введена функция 
( )tΦ , определяющая относительное число ды-
рок в объеме эластической зоны по отношению 
к полному числу слабых узлов ( )0Vp  в про-
извольный момент t , а произведение ( ) ( )tVp Φ0  
определяет текущее количество дырок в зоне. 
Функция ( )tΦ  – это интегральная харак-
теристика, она не учитывает неоднородность 
распределения дырок в объеме эластической 
зоны. Поэтому введем концентрацию дырок 
( )tMn , . Величина ( ) VtMn ∆,  определяет ко-
личество дырок в малом объеме V∆  элас-
тической зоны в произвольный момент. Кон-
центрация ( )tMn ,  меняется в пространстве и 
во времени. Интеграл по объему эластической 
зоны определяет полное число дырок в зоне: 
 
( ) ( ) ( )tVpdVtMn Φ=∫ 0,  (67) 
 
Эта формула связывает локальную кон-
центрацию дырок с их интегральной кон-
центрацией. Тот факт, что вокруг больших ды-
рок скапливаются меньшие, свидетельствует, 
что дырки распределены в объеме эластической 
зоны очень неравномерно. Их локальная кон-
центрация ( )tMn ,  сильно меняется в про-
странстве и во времени, образуя сгустки и 
разрежения. 
На раннем этапе дыркообразования, когда 
их мало, и они не взаимодействуют друг с 
другом, для химического потенциала можно 
использовать приближение слабого раствора. В 
этом приближении химический потенциал сис-
темы дырок записывается следующим образом  
 
( ) ( )TnKTTn ψµ += ln,0  (68) 
 
где ( )Tψ  – функция только температуры. 
Через концентрацию n  он зависит от про-
странственных координат и времени. Но в 
деформированной эластической зоне появля-
ется дополнительная энергия дырки, играющая 
роль потенциальной энергии частицы во 
внешнем поле. Энергию взаимодействия дырки 
с полем эластической зоны получим, если в 
формулу (51) подставим тензор деформаций 
зоны constki == 12εε . В результате хими-
ческий потенциал системы дырок будет: 
 
взu+= 0µµ                                  а) (69) ( ) 212ln εϑψµ GTnKT ∆−+=          б) 
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Применим к обеим частям этой формулы 
операцию пространственного градиента ∇ : 
 
взu∇+∇=∇ 0µµ  (70) 
 
Второе слагаемое здесь с точностью до 
знака – это сила, действующая на дырку со 
стороны поля эластической зоны. Поскольку 
деформационное состояние зоны однородно, то 
0=∇ взu . Это означает, что однородное поле 
эластической зоны никак не воздействует на 
дырки. Первое слагаемое 
0µ∇  – это тоже сила 
(с точностью до знака). Это специфическая 
сила, которая действует на частицы 
растворенного вещества со стороны частиц 
растворителя в процессе их теплового 
движения, и называется диффузионной силой. В 
нашем случае – это сила, действующая на 
дырки со стороны теплового движения атомов 
среды, их окружающей, т.е. это некоторая 
средняя сила, определяемая «толчками» атомов 
«растворителя» и определяющая броуновское 
движение дырки. Диффузионная сила про-
является в растворе как осмотическое давление, 
которое пропорционально температуре и 
описывается законом Вант-Гоффа [6]. 
Равновесие дырок по отношению к их диф-
фузионному перемещению определяется усло-
вием независимости химического потенциала 
µ  от пространственных координат (однород-
ность химического потенциала). В этом случае 
0=∇µ , тогда из формулы (70) следует, что 
наряду со вторым слагаемым 
взu∇ , равно нулю 
и первое слагаемое 
0µ∇ , т. е. диффузионная 
сила тоже отсутствует. Из этого следует, что 
0=∇µ , т. е. как это видно из формулы (70) 
химический потенциал дырок не зависит от 
пространственных координат. Это означает, что 
дырки распределены в объеме эластической 
зоны в среднем равномерно. В тоже время 
число дырок растет со временем. Из всего этого 
следует, что начальный этап дыркообразования 
происходит равновесно по отношению к про-
странственному распределению дырок с сохра-
нением пространственной однородности. 
Рассмотрим теперь поведение мелких дырок 
в поле большой дырки. Большая дырка создает 
вокруг себя упругое поле, которое описывается 
формулами (22). Энергия взаимодействия дыр-
ки с этим полем опять получается из формулы 
(51), но только в нее нужно подставить теперь 














∆−=  (71) 
 
Здесь r  – расстояние от центра большой 
дырки, куда помещено начало координат, до 
точки нахождения мелкой дырки. Сила, дейст-














∆−=−∇=  (72) 
Видно, что это сила притяжения. Таким 
образом, около большой дырки будет скапли-
ваться «облако» мелких дырок. 
Мелкие дырки имеют очень незначитель-
ный радиус влияния и потому их можно считать 
невзаимодействующими, даже если их доста-
точно много. Тогда такую систему дырок мож-
но опять рассматривать в приближении слабого 
твердого раствора. Химический потенциал об-
лака малых дырок будет равным: 
 
( ) ( )T
r
nKTrTn ψαµ ++= 6ln,,  (73) 
 





α ∆=  (74) 
 
Равновесие «облака» мелких дырок опре-
деляется условием ( ) constr =µ . Тогда из (73) 
получаем равновесную плотность дырок в 
«облаке» 
 










Следовательно, большая дырка, вовлекая в 
сферу своего влияния мелкие дырки, а, также 
инициируя их дополнительное зарождение, 
создает округ себя некую «атмосферу», в ко-
торой с течением времени устанавливается рав-
новесное распределение плотности, и которая 
по мере удаления от центра притяжения ста-
новится все более «разреженной» в соответ-
ствии с формулой (6.6.75). Аналогичная «ат-
мосфера» устанавливается и вблизи фронта 
трещины, только ее плотность убывает с рас-
стоянием медленнее. 
Общий вывод можно сделать такой. Каждая 
дырка окружена своей «атмосферой» из более 
мелких дырок. Плотность такой «атмосферы» и 
ее протяженность определяются мощностью 
притягивающего центра, т. е. в первую очередь 
его размерами. 
Если равновесие в «атмосфере» мелких 
дырок еще не установилось, то отличие от него 
характеризуется градиентом химического по-
тенциала 
взu∇+∇=∇ 0µµ . Этот градиент 
вызывает диффузионный поток мелких дырок к 
большим, он пропорционален величине гради-
ента µ∇ , т. е. средней силе, действующей на 
дырку – сумме диффузионной и внешней сил и 
направлен противоположно µ∇ , т.е. в сторону 
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результирующей силы. В равновесии, когда 
0=∇µ , эти силы, будучи направлены в разные 
стороны, уравновешивают друг друга. 
Диффузионный поток определяется формулой: 
 





 – скорость поступательного пере-
мещения мелких дырок. Видно, что поток со-





                            а) 
(77) и вынужденного: 
взuJ ∇−= γ2

                           б) 
 
Поэтому и скорость дырок V

 разбивается 















  (78) 
 









= 0  (79) 
 
Здесь использована формула (68). 





γγγ −==∇−==  (80) 
 
Здесь использована формула (72) для силы, 
действующей на мелкую дырку в поле большой. 


















=  (82) 
 
называется вынужденной подвижностью дырки. 






γγ +∇−=−∇−=+= 821 2  (83) 
 











 направлены в 




 направлен противоположно градиенту 
химического потенциала, т.е. в сторону убы-
вания концентрации дырок от притягивающего 




наоборот, к этому центру. Поскольку около 
большой дырки идет накапливание мелких 
дырок, то до достижения равновесия переши-
вает вынужденный поток, и результирующая 
скорость дырок направлена к притягивающему 
центру. По достижении равновесия эти два 
потока уравновешивают друг друга, поступа-
тельное перемещение дырок прекращается и в 
создавшейся «атмосфере» мелкие дырки совер-
шают только колебания около положений рав-
новесия и редкие беспорядочные перескоки. 
Сравнив выражения для коэффициента 
диффузии и подвижности, получим 
 
KTвD =  (84) 
 
Это аналог известной в теории броунов-
ского движения формулы Эйнштейна, связы-
вающей два кинетических коэффициента – 
коэффициент диффузии и подвижность дырок. 
Величина, обратная подвижности называ-





k == 1  (85) 
 
Пространственное и временное распреде-
ление дырок в неравновесной «атмосфере» 








∂  (86) 
 
где ( )trg ,  – функция источника дырок. Смысл 
ее состоит в том, что величина ( ) tVtrg ∆∆,  
определяет количество дырок, зародившихся в 
малом объеме V∆  за малое время t∆ . Интег-
рируя ее по объему эластической зоны, получим 
число дырок, зародившихся в зоне за время t∆ : 
 




где функция ( )tφ  определена в работе [2]. 
Интегрируя еще раз, теперь по времени, по-
лучим полное число дырок во всей эласти-
ческой зоне в момент t : 
 








Подставляя в уравнение (86) поток J

 из 






n ,10 8 +−∆=
∂
∂ −α  (89) 
Это обычное уравнение конвективной диф-
фузии с источниками. Оно описывает процесс 
установления равновесия в «атмосфере» круп-
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ной дырки, т.е. процесс формирования этой 
«атмосферы». 
Итак, около каждой дырки имеется своя 
«атмосфера» из более мелких дырок различной 
плотности и протяженности. В целом, в элас-
тической зоне устанавливается некая иерархия: 
дырка со своей «атмосферой» входит в состав 
«атмосферы» еще более крупной дырки, эта 
система является частью еще большей системы 
и т.д. 
Подведем итог. Мы описали зарождение 
дырок в эластической зоне, их упругие поля, их 
взаимодействие, связывание и слияние дырок, 
описали кинетику начального периода дырко-
образования и кинетику этого процесса на 
развитой стадии и процесс образования скоп-
лений дырок. Осталось рассмотреть заключи-
тельный этап эволюции зоны, заканчивающийся 
ее коллапсом. Ключевым здесь является вопрос 
о том, какова критическая концентрация дырок, 
т.е. в какой момент наступает коллапс. Но для 
этого нам потребуется другой подход.  
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THE ELASTIC INTERACTION OF LOCAL DEFECTS  
AT QUASIBRITTLE FRACTURE OF POLYMERS  
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The article describes the mechanism of the elastic interaction of local micro-defects called holes, which are 
formed and accumulate in the forced elasticity area in front of the fracture crack in polymers. Amorphous glassy 
polymers such as PMMA are considered. The elastic field of the holes, their own elastic energy, the interaction 
energy of the holes and the strength of their two-body interaction are calculated. The interaction of holes leads to 
the fact that each hole is surrounded by an "atmosphere" of smaller holes. It is shown that the fracture crack is the 
source of its own elastic field. It is shown that the holes diffuse toward the front of the crack. The diffusive flux of 
the holes was calculated. 
Key words: micro-defects called holes, elastic holes fields, holes diffusion. 
 
